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5.5 O Teorema Fundamental do Calculo

Das propriedades de limite e da definicao de integral definida, tem-se que
uma funcao f é integravel num intervalo [a,b], entdo o valor da integral é
x

unico. Logo, f(t)dt define uma func¢do F' com dominio [a,b], cujo valor

funcional é dado por
Flz) = / ()t

Essa ideia leva ao proximo resultado.

Teorema 5.5.1 Primeiro Teorema Fundamental do Cadlculo: Seja f
¢ uma fungao continua em [a,b] e seja x qualquer nimero em [a,b]. Se F' €
a fungao definida por

sz/ﬂww

entao,

F(z) = f().
Além disso, se x = a entao, I’ é a derivada a direita de f; se x = b entao,
F' é a derivada a esquerda de f.

z1
Demonstracao: Seja x; e 1 = Az nimeros em [a, b]. Entao F(x;) = /

x1+Ax
e F(zy + Ax)f(t)dt = / f(t)dt. Assim,

x1+Az T
F(z; 4+ Az) — F(x) = / f(t)dt — / ft)dt =

a

a z1+Ax x1+Ax
— " e+ / F(#)dt = / F(t)dt.

1 1

Do Teorema do valor médio para integrais, segue que existe um valor y em

r1+Ax
[z1, 21 + Axz], tal que / ft)dt = f(x)Az. Assim,
F(zy + Ax) — F(xy)

F(z1 + Az) — F(z1) = f(x)Az = N = ()

Calculando o limite quando Ax tende a zero, tem-se que:

A —
F'(z) = lim Flo + AJ;); Flo) _ Jim ) = F(0)-

Como y € [x1, 21 + Az], segue que com Azxto0, entdao x1 + Az — x1, pelo
teorema do sanduiche, segue que Alim0 fx) = f(z1). O
Tr—r

T

O primeiro teorema fundamental do calculo diz que a integral definida / f(t)dt,
com limite superior variavel x é uma antiderivada de f. Além disso, a eqauagéo

pode ser reescrita como

%l?@ﬁ:ﬂm

Vamos a alguns exemplos.
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Exemplo 5.5.1 Calcule cada uma das derivadas a sequir.

d (* 1

1. — | ——dt;
clx/1 B3+17
d [~

2. — \/cos(t)dt.
dzr /4

Solucgao:

1. Como f(t) = EnE segue do teorema fundamenta do calculo que

d/x 1 1
— dt = .
de |, t3+1 3+ 1

2. Fazendo uma mudanca de varidvel, onde u = 22, segue que du = 2zdz.
Aplicando a regra da cadeia, segue que:

% 3:(: /Cos(t)dt = % (% /3“ /Cos(t)dt) = (2%)\/COS(U) =
= 2x+/cos(x?).

i

O Teorema fundamental do calculo pode ser escrito de outra maneira, aqui
chamado de Segundo Teorema Fundamental do Calculo.

Teorema 5.5.2 Segundo Teorema Fundamental do Cadlculo: Seja f
¢ uma fungao continua em [a,b] e seja g uma funcao tal que ¢'(x) = f(x)
para todo x € [a,b], ou seja, g € uma antiderivada de f para todo x € [a,b].
Entao,

b
/ F(t)dt = g(b) — gla) = g(x) |1

Se x = a entdo, g pode ser uma derivada o direita de f e se x = b entdo, ¢’
pode ser uma deriwada a esquerda de f.

Demonstragao: Exercicio. U

Agora, finalmente, pode-se fazer o célculo de algumas integrais definidas.

Exemplo 5.5.2 Calcule o valor de cada uma das integrais a sequir.

3
1. / xdx;
1
3
2. / 22dx;
1

4
3. / (2° — 62° + 9z + 1)dx;
1/2
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2
5. / (22*Va3 + 1)dx;
0
3
6. / (xvVzx + 1)dx;
0
w/2
7./ cos(t)dt;
0

w/2
8. / sen® () cos(x)dx;

0
4
9. |z + 2|dx;
-3

Solucao:

1. Tem-se que

2. Tem-se que

3. Tem-se que:

4 4 4 4 4
/ (2% 62> +92+1)dw :/ x3d:v—6/ xQdm+9/ a:dx—l—/ dx =
1/2 1/2 1/2 1/2 1

/2
4 34 4

I'4 Xz T
4l 3 11/ 2 |y

() o (10 o 50

1 1 1 1
= (64— —)—2(64— - S 4— =
(01-5) -2 (00-5) +o(s-5) + (13

9
8

2

+

(-
|

1 1
= (64 — 12 24+4)— [ ——-
(6 8+ T72+4) (64 1+

4. Tem-se que

1 4 L 1 4 1 L .CC7/3 1 1‘4/3 1
T3 +4l’§> dac:/ dedx—i—él/ r3dr = —— 442 —
/—1 < -1 -1 7/3 1 4/3 1
305 | et 3 6
xX3 €Trs3
— . 17/3 _ _1 7/3 3 14/3 . _14/3 —
R R L R TR
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d
5. Tem-se que: considerando u = 3 + 1, segue que du = 3z%dxr = o

Além disso, sendo 0 < x < 2, segue que 1 < u < 9, ja que a funcgao é
continuaesex = O0entdou =0>+1=1esex =2entdou = 25+1 = 9.
Consequentemente,

/02(2:172\/2737+1)d:v = 2/02 Vi + 1(2?dx) = 2/19 \/ﬂd?u =

2 [ 4 4 104
1 2 1

3

6. Considerando u =z + 1, entdo du = dr e x = u— 1. Além disso, como
0 <z <3, segue que 1 < x < 4. Assim,

/03<x\/9”—“)dx:/14(“_1>\/ﬂduz/14u\/ﬂdu—/l4\/ﬂdu:

5

4, 4 ud

= w2 du— u2du = -
1 1 3

62 14 18670 116

5 3 15 15

uz2
-3
2

) () -

7. Tem-se que

(e

/077/2 cos(t)dt = sen(t)]og = sen <§> — sen(0) = 1.

8. Considere u = sen(z). Dessa forma, segue que du = cos(z)dz e, como

0<z< g, segue que 0 = sen(0) < u < sen (g) = 1. Assim,

411

w/2 1 ”
/ sen®(z) cos(w)dx = / wWdu = —
0 0 4

-0t 1

4 4

0

9. Para esse exemplo, tem-se que:

_J fl@) se f(z)>0
’f<$)’_{ —f(x) se f(x)<0

Assim, sendo f(z) = x+2, segue que f(z) =0 r4+2=0& = —2.
Consequentemente, tem-se que

r+2 se x> —2
—r—2 se z<-—-2

o+ 21 = 1) = {

Sendo —3 < x < 4, segue que

4 —2 4
/ |z + 2|dx :/ |x+2|d93—|—/ |z + 2|dx =
-3 -3 —2
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_ /_32(:c+2)dx+/:(—x—2)dx _ (—%2 - 21‘) _:+ (‘%2 + 2:5)
_ [_ ((‘2)2 . (‘3)2) —(2(-2) - 2(—3))} -

! {(Lz(—z)?) +(2(4) - 2(—2))} _

5 5 37
=2 246412=16+> =",
S —2+6+ 6+5="5

4

-2

g

Agora sera utilizado os conhecimentos adquiridos para encontrar a area de
regioes planas. A maior dificuldade que pode ser observada esta com a cons-
trucao da regiao. Vamos a alguns exemplos.

Exemplo 5.5.3 Encontre a drea limitada pela curva y =4 — 2% € o eizo x.

Solugao: A curva y é uma parabola, com concavidade voltada para baixo
(a < 0). Além disso, como o coeficiente b (coeficiente que multiplica o termo
x) vale zero, tem-se que o vértice da parabola, z,.. estd sobre o eixo y e,
consequentemente, Yyer = f(zper) = f(0) = 4. Portanto, um esbogo do
grafico da funcao fica dado pela Figura 5.5.

4

-2 2
Figura 5.5: Esboco do grafico da fungao f(z) =4 — 2.

Como f(z) =0 4—2? =0 < x = £2, segue que a curva intersepta o eixo
x nos pontos x* = —2 e x = 2. Assim, o valor da area A entre a curva y e o
eixo x fica dada por:

2

A= _22 f(x)dx = /_22(4 ?)dr = <4a: - %3>

-2

23 (—2)3 8 8 32
—(ax2-2) (ax(2)- ) =g -2 18- 2= ya.
(x 3) (x( ) 3 > 8 3+8 5 =3 ua
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Exemplo 5.5.4 Encontre a drea da regigo limitada pela curva y = x* — 4x,
pelo eizo x e pelas retas x =1 e x = 3.

Solugao: A fungao f é uma parabola, com concavidade voltada para cima,

-b —(—4
o x do vértice é dado por Ty, = 5. = (2 ) = 2. Logo, Yver = f(Tper) =
a

22 — 4 x 2 = —4. Assim, um esboco do grifico da funcdo f fica dada pela
Figura 5.6.

S

4f--------2 :
-2

Figura 5.6: Esbogo do gréfico da fungao f(z) = 2% — 4x.

Para essa funcao é importante observar que a regiao é limitada acima pelo
eixo x e abaixo pela curva y. Da definicao de area por integral, segue que o
calculo é feito com esses limites invertidos e, para isso acontecer, é necessario
multiplicar a funcao por —1. Dessa forma, segue que

A= / (e = / s s - (4% ) %> ;

4 x 32 33 4 x 12 13 1 22
— _ ) = —— | =18=-9—-(2——- ) = — u.a..
2 3 2 3 3 3

U

3

Exemplo 5.5.5 Encontre a drea da regiao, no primeiro quadrante, limitada
pelas curvas y = xv/ x>+ 5, o eizo x e a reta x = 2.

Solugao: Como f(z) = zvx? + 5, segue que

2 5/

F@) = @V 5 +a(Va ) = Va2 4 5w x 0L
2Vx? +5
— Va2 45+ _(WaPasp @ 245

x
Vaz+5 Va2 +5 Va2 +5 22 +5
Portanto, tem-se que a derivada da funcao f é positiva, para todo x. Logo,
f nao possui pontos criticos e, além disso, pelo teste da primeira derivada
segue que a funcao f é sempre crescente.
Agora, como f"(z) = (f'(x)), segue que

<2x2+5)/_ (222 +5)'Va2 + 5 — (222 + 5) (V22 + 5)
x2+5 (Va? +5)?

f'(z) =
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LT — (202 4 5) 0 0 A(VeR )~ 20T+ e
2

- 2 +5 _ x2+5
(2 45) (2 45)

B 473 4+ 20z — 223 — bx B 423 + 152
(224 5)v22 +5 (22 +5)Va2 +5

que é um numero positivo, para todo x positivo. Entao, pelo teste da segunda
derivada, segue que a fungao f tem concavidade voltada para cima. Assim,
um esbogo do grafico de f, no primeiro quadrante, fica dado pela Figura 5.7.
Portanto, a drea A da regiao fica dada por:

2

Figura 5.7: Esboco do grifico da funcao f(z) = v/ 2% + 5 no primeiro gua-
drante.

A= /Ozf(.x)da:: /02;Ev:62+5dx.

du
Considere v = 2% + 5. Entao, tem-se que du = 2zdx = — = xzdx e,

além disso, para x = 0, segue que u = 0> +5 = 5 e para x = 2 segue que
u=2%24+5=29. Portanto,

A= —Vudu =

% (Vo? - V5?) = %(27 —5V5) wa..

U

Exemplo 5.5.6 Encontre a drea da regiao limitada pela curvay = sen(x) e
pelo eizo x, entre as retas x =0 e x = 27.

Solugao: A curva y é uma senoide, que pode ser vista na Figura 5.8.

A regiao R pode ser dividida em duas partes: a primeira, onde a curva y esté
acima do eixo x, com 0 < z < 7, e a segunda onde a curva y estd abaixo do
eixo x, com m < x < 27. Assim, segue que a area A fica dada por:

2

A= f(z)dx = /O7r sen(z)dx + /:TF —sen(z)dxr =

0
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Figura 5.8: Esbogo do grafico da curva y = sen(x).

= — cos(x)[7 — (= cos(x))|>" = —(cos(m) — cos(0)) + (cos(27) — cos(m)) =

=—(-1-H)+(1-1)=2+2=4u.a..
U

Para os préximos exemplos, é necessario desenvolver uma nova ideia.
Considere duas curvas continuas, f e g, ambas definidas em [a, b], tais que
f(z) > g(x), para todo = € [a, b]. Deseja-se encontrar a area entre essas duas
curvas. Tem-se que a area abaixo da curva f e da curva g, respectivamente,
entre as retas x = a e x = b e 0 eixo x sao dadas por

Ap = /abf(x)dx eAs = /abg(x)dx.

Como a area definida pela curva f é maior ou igual a area definida pela curva
g, segue que a area resultante fica dada por:

a=ay-a,= [ g [ gyt = [0 - goiar

Exemplo 5.5.7 Encontre a drea da regiao limitadas pelas curvas y = 22 e

y = 4x — 22

Solugao: Primeiro é necessario encontrar os pontos de interseccao, pois eles
darao os limites de integracao. Os pontos de interseccao sao os pontos onde
as curvas sao iguais, ou seja, sao os pontos onde 2% = 4x — 22 & 222 — 42 =
0o r>—2r=0&a2(r—2)=0&12=00uz =2 Sea f(r)=2ae
g(z) = 4x — z%. A curva f é uma pardbola com concavidade voltada para
cima e g tem a concavidade voltada para baixo. Além disso, se = 0, entao
g(0) = f(0) =0 esex =2, entdo g(2) = f(2) = 4. Assim, um esboco da
regiao fica dada pela Figura 5.9.

No intervalo de estudo, segue que g(z) > f(z) e, por isso,

A= /02(9(35) — f(x))da = /02[(4:[ — o) — (2?)|dx = /02(495 — 2%)dx =

(42 223\ [P [4x22 2x 2P 4x0% 2x0%\
o\ 2 3 )1, \ 2 3 2 3 )
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2

2

g

Exemplo 5.5.8 Encontre a drea da regido limitada pelas curvas y* = 2x — 2
earetay=x—>5.

Solucao: E comum pensar sempre numa equacao de curva como sendo em
fungao de z, ou seja, a curva é dada por y = f(x). Contudo, é possivel,
quando for mais pratico, tomar a curva em funcao de y.Para esse caso em
estudo, como y? = 2z — 2, entao é possivel considerar a fungao f(y) = z =

y°+2

e como y = x — 5, pode-se considerar a fungao g(y) =x =y + 5. Os

pontos de intersecgao dessas curvas sao obtidos igualando as equagoes, ou
2

seja, —y+5 1 +2=2+10= 1y -2y -8 =0y = —2ou
y = 4.

Logo, a regiao R entre as curvas pode ser observada na Figura 5.10.

Figura 5.10: Esboco das curvas f(y) =

Assim, segue que a area entre as curvas fica dada por:

1= [ nwa= [ (w+5- ) 0=
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32 4

Exemplo 5.5.9 Encontre a drea da regido limitada pelas curvas y = a3 —

622 + 8x ey = 2% — 4.

Solugao: Os pontos de interseccao dessas curvas sao obtidos igualando
as duas equacoes. Dessa forma, tem-se que 23 — 622 + 8z = 22 — 40 &
P —T+ 120 =0 2(2? - Tz +12) =0 2r=00uzr =3 our =4
Considerando f(x) = x? — 4z, segue que f é uma pardbola, com concavidade
voltada para cima, o vértice é dado pelo ponto V = (2, —4). Para a fungao
g(z) = x* — 62 4 8x é necessdrio fazer o esbogo do grafico.

2
Como ¢'(r) = 3z* — 12z + 8, segue que ¢'(v) = 0 & x; = 2 — E ~ 1.42
ouxy =x; =2+ — ~ 3.152 — (). Entao, tem-se que se z < x1 ou & > xy

V3

entdo ¢'(x) > 0; e se 1 < x < xq, segue que ¢'(z) > 0. Portanto, o ponto
r1 € um ponto de maximo local e o ponto x5 é um ponto de minimo local.
Ainda, tem-se que f é crescente antes de xq, é decrescente entre x1 e xo; e
volta a ser crescente depois de 5.

Além disso, ¢"(z) = (¢'(z)) = (32 —12x+8)" = 6x—12 e, consequentemente,
segue que ¢"(x) =0 < 6x — 12 =0 < x = 2. Assim, tem-se que se & < 2
entdo ¢”(z) < 0 e se > 2 entao ¢”(x) > 0. Portanto, z = 2 é um ponto
de inflexao, para x < 2 a func@o tem concavidade voltada para baixo e para
x > 2 a funcao tem concavidade voltada para cima. Com isso, um esboco
das curvas pode ser visto na Figura .

Figura 5.11: Esbogo do gréfico das funcoes f(x) = 2% — 4z e g(z) = 23 —

622 + 8.

Observe que antes de x = 3, a fungao f assume valores maiores do que a
fungao g e, por isso, f(x) > g(x), para todo 0 < z < 3. Portanto, a drea
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dessa regiao ¢ obtida fazendo f — g. Para valores entre 3 e 4, tem-se que
f(x) < g(x) e, por isso, a area dessa regiao é obtida fazendo g — f. Assim, a
area total fica dada por:

a-f (g + / g (),

ou seja,

A= /0 ((2* — 62* + 8z) — (2 — 4x)) dx—l—/3 ((2* — 42) — (2° — 62% + 8x)) do =

3 4
= / ((2® = 72° + 122) dx + / (—2® + 72% — 122) dz =
0 3

xt x3 22\ |? xt x3 x?
— (T Tt SR ST L
(T3 ey (rer g

81 448 81
_ <Z_63+54) + K—GH?—%‘) - (—Z+63—54>] =

45 32 45 1351284135 142 Tl
4 31" 12 2 6 v

4

Agora, faga alguns exercicios para treinar.

5.6 Exercicios

Exercicio 5.6.1 Calcule o valor de cada uma das integrais abaixo.

(a) /254619;,- (b) /5 T 6dr (o) /_ j:ﬁ de: (d) /03(33:2—4:16—1—1) i

(e) /2 S aan () /3 o) de (g) /1 L

X

(h) /01(222;_5)3 de; (i) /24¢mdx,- G) /ngm da;

/2 2 L34
(k) / sen(22) de: (1) / VAT dt; (m) / dz.
0 1 0o r+1
Exercicio 5.6.2 Ache a drea limitada pelas curvas dadas a sequir.
1. y=4—2° e o eizo x;
2. y=4r —2°, eizvor easretas v =1 e x = 3;

3. y=+x+1, eixo x, pelo eizo y e a reta x = §;

4. y=|r—1/+3, eixox e as retas v = -2 e x = 4;
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9. y:|$|7y:$2—1,easretasx:—Q ex=3;

Exercicio 5.6.3 Ache, porintegracao, a drea do triangulo que tem por vértices
os pontos (5,1), (1,3) e (—1,—2).

Exercicio 5.6.4 Ache, por integracao, a drea do trapézio que tem por vértices
os pontos (—1,—1), (2,2), (6,2) e (7,—1).

Exercicio 5.6.5 Ache a drea da regido limitada pela curva x® — 2 4 2xy —
y? =0 e pela reta v = 4.
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